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S U M Â R I O 
O presente trabalho refere-se t resolução 'das equações de 
movimento e energia, para o escoamento paralelo, radial e em 
regime permanente, de um fluido Newtoniano,entre os dois discos 
paralelos. 
,., 
Inicialmente, resolve-se a equa.çao dO movimento,obtendo -
se uma express~o para a distribuição de velocidades, que ~· subs 
tituida na equação da energia, resultando uma equação diferenc! 
al, parcial,linear,de 2&.ordem,para a distribuição de temperatu ... 
ras. 
A técnica de separação de variáveis fornece uma solução~ 
dequada para esta equação, fazendo-a recair em duas equações de 
derivadas totaisº 
Os valÔres caracter!sticos são então obtidos, aplicando-
o 
se as condições de contôrno 1 expressão que f~rnece a distri 
buição de temperaturas. Esta expressão possui coeficientes que 
dev.em ser determinados utilizando-se propriedades de ortogonali 
dade das funções. 
,., ,., 
Obtida a expressao para o perfil de temperaturas, sao de 
terminados a seguir o fluxo t~rmico na superfície dos discos e 
,. 
a taxa de transferencia de calor entre esta superficio e o flui 
do. 
- ~ -
j I N T R O D U Ç Ã O 
A solução m~tem~tica do problema relativo~ convecção 
forçada, em fluxo l«min~r, atr.vés de um tubo, foi apresenta-
da por Graetz (1.885), que fez ~lgumas suposições simplifica-
" " doras sem as quais.o calculo do fluxo de calor e demasiadameu 
te complic.-.do. 
~ste mesmo problem« foi resolvido mais tarde por Lévê 
que,considerando a velocidade do fluido constante e igu.íl.l 
velocidade média, em -cada secç~o do ·tubo. O mesmo problema, 
para o fluido escoando entre placas planas e paralelas foi 
" "' resolvido por Leveque. 
A solução, relativa a um. geometria diferente, é apre -
A • ... • sentada neste trabalho: discos paralelos, a temper.tur~ uni-
fo:me, entre os quais flui radialmente o liquido refrigeran-
te, em escoamento paralelo e laminar. 
1 ~•1 __ Jrv_] 
[ 1 
.. 
O fluido inicialmente a temperatura Teentra em contato~ 
.. 
com as p-1redes, a Tw , hóo1vendo fluxo de calor entre as pare-
des e o fluido. 
O cálculo do fluxo de calor é bast-.nte Útil em determi 
nadas oper-.ções de resfri-1.mento, em que o fluido se es co@ entre 
- 3 -.,,, 
discos paralelos, 
... 
a temperatura inferior conveniente. 
,. li ; 
Tambem e util no problema inverso, ou seja, resfria -
mento de equipamentos industriais em forma de discos paral~ 
1 os .. Como exemplo podem ser cita dos,, certos reatores nuclea-
t'es, em que os discos s~o consti tuidos de rnaterüill fission& 






O problema em estudo consiste na determinação do fluxo de 
calor para a convecção forçada entre discos planos, e paralelos~ 
Pela resolução da equação do movimento obtem-se a distri-
buição da velocidade 1 a qual e substituída na equação d~ ener~ 
gia obtendo-se uma equação, diferencial,parcial,linear, de 2•o.r 
dem,para ~ distribuição de temperaturaso Conhecido o perfil de 
temperaturas, o fluxo de calor é finalmente determinado o 
. Para que a solução não se torne extremamente complicada, -
algumas suposições simplificadoras se tornam necessJriaso 
Assim considera-se 
o escoamento .,é paralelo, laminar e estacionário de fluido 
Newtoniano,com propriedades físicas constantes; 
os gradientes de velocidade na direção do movimento 
N 
sao 
pequenos (podendo-se então, desprezar os têrmos correspondentes 
1 dissipação viscosa, na ~quação da energia); 
. N ' a condução radial pode ser de'sprezada em relaçao a condu ... 
ção axial, desde que a diferença entre a temperatura da parede 
e a do lÍquido gue entra ( Tw ..,. T.t ) seja suficientemente gran. 
de; 
são desprezados os distúr~ios de bordaº 
As equações da continuidade, movimento e energia,em coor~ 
d enadas cilíndricas, já devidamente simplificadas são expostas 
~ seguir 
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Equação da continuidade 
~_,Jx ,v;._) = o _; 
Equação do movimento 
fv._~1);,:::-M +/ ó'ir_,,_ 
x d7l dª 2 
Equação da energia 
# 
/ 
r~- v-"' dT - 1< h - dJL - a ~2- •. (3) 




contorno problema sao 
l = ,,g_ V;.= o T:=.Tw (4) 




Jt,~o- T=~ (6) 
a) Resolução da equação da continuidade. 
A equação (1) indica que o grupamento de variJveis rvr ê 
função apenas de z ,pois a velocidade radial é função de r. e z, e 
~ ~ a derivada parcial de rv em relaçao à r e nula. Pode-se r 
escrever 
b} Resolução da equação do movimento. 
Substituindo vr por 'f(Z)/r na equação (2) vem 
;:: , et 2- - _ cl P + P , e! z ff 




Integra-se a equação do movimento em relação ar par~ 
> 
obter-se 
A p tp<lf A• _ ~- )= .t,p + (,,v .e,_,.2!,.] J'rç 
~ f ( J-(.7, Jt,,'-/ . \ X-t) d ;_z . (1) 
Resolvendo-se a equação acima por um método de perturba-
,V 
supõe-se uma soluç~o da forma çao, 
rp-:: l P~ 13/A~,lj f.f r.r~1t-) :( 8) 
A·~.,, 
na qual 
Á r6·-' Alt 2 f- .1,2.IJ.P {j- ~ Xf - rd .. 
:A .i'M(){z/X,,) -,/'l . eC/h { X2 / -'1-1) 
O primeiro têrmo (8) ' ,V de (7) em corresponde a soluçao com 
um fluxo muito lentoo Ora, se o fluxo é muito lento o têrmo 
nio linear de (7) pode ser omitido,pois nêle aparece v;. 
A equaq~o (4) se reduz a 
O::JJP + {/4.f>l'M V.n4) d~ r c/~<2 • 
A integração da equação acima conduz a 
?/>t •. , . . A·- -~9' - -12 Ll '° . [ (- Z-)-2] 
-.e,,M x. J/h ( Jts /n-,J . ~ . (9) 
Pode-se not&tr fàcilmente nésta equação que o perfil de 
velocidades para cada valor der, é parabÓlico'O' tsta paróÍbola' é 
tanto menor, qui'iil.nto .m.aioi; for·r. 
Para um determinado valor do raio, a velocidade radial -
do fluido é máxima p~ra o menor valor dez, ou z = Oo A veloci 
d " . ;. da e maxima e dada por 
~ - fL IJP i l)Z · '"'.uc.- ,2 /-( JC. J:qi ( Xi./Jt,J • 
A velocidade m~dia é obtida dividindo-se pela área do 
~ilindro do raio r e alturatb, a integral do producto da veloci 
? 
r e altura dz 
fi- - :J e 4f' 
J _,,hLTl 4 ( .Jtz/Jf-1) 
,. (ro) 
• c)Res-olução da ~quàção da energia . 
':l;endo sido determinada a expressão para a velocidade ra-
dial, ela é substituída na equação da energia, obtendo-se uma 
equação ciiferencial 1 parcial, linear de 2• ordem., para a dis ... 
tribuição de temperaturas. Substituindo.se v~ por seu valor ( 
9) em (3) virá 
-f /5t, {t::;x,) [1 - r i!J8/i~I = 
Efetua .... se então uma mudança de variáveis de modo -que as 
novas variáveis sejam adimensionais e que a equação da energia 
esteja livre de quaisquer parâmetros., As novas variáveis adi .... 
. . ,.., 
mensionais sao 
[ - L , - -& .J 
JJ - \ ['2/r,,µ /41(~/'14 
1-v;~-~'tLJ(f 
e-·T-T.e_ 
- Tw-7i J 
0:::4-e. 
- 8 - . 
Efetuada a mudança de v.i.riâveis, a_ equação (11) _ se modi 
fica pi-.ra 





0l (J; O} o" ./ 
0 (714) 
(){~/(} .4 e 
o,, (-11)-
(15)~ 
Uma vez que Q é função de · / e . t, e sendo l seu m4xi..-
mo valÔr ( nas paredes, onde T. = Tw), pode-se considerar pa-
ra expressar e, a seguinte eguação 
-0 =A ~Xft/lYlJ) 
ou 
G =4-e =Xft)·A/f'7) 
ondê,, X ( [) e /V( ') são funções .. somente · de 
respectivamente. 
" 
SEPARAÇKO DE VARIÁVEIS 
A resolução da equaç~o (12) fornecerá o perfil de tem-
N ~ 
peraturas., Para esta resoluçao pode-se empregar o metade de -
separação de varitveis, que transformar~ a equação em duas e ... 
quações de diferenciais totais.tste m,todo é aplicado a s~ 
guir. 
Substituindo 0 por seu valor (16} em (12) ,e passando pa 
· A . N 




O primeiro membro da equação acima sendo uma função ape~ 
nas de J e o segundo, apenas de f ,podem ser igualadas a uma 
,. . . 1" constante. Esta constante sera sempre negativa pois va ores P.Q. 
sitivos e nulo condu~iriam a soluçio do problema a resultados 
absurdos. 
Para solucionar o problema, basta resolver separadamente 
as duas equações diferenciais totais que seguem 
_L - '/ (J'f) V-I']- -
. ê 
A//: -Â· ;/J/ (A8) 
Considerando a primeira destas equaçÕes,pode-se escrever 
Com uma simples mudança de.variáveis esta equação pode 
ser colocada na forma de uma equação parabÔlico-cilindrica,cu~ 
ja solução ê uma função parabólico-cilindrica,reproduzidas no 
apêndiceº A mudanç~ de variáveis, assim como a solução da equ~ 
N 
çao resultante são dados a seguir; 
1[-. o -vzr 
X( t)= A ,t; (Vi,,1 ? ~ ¾) + 
, 




Aplicando a condição de simetria em f = o, conclui-se ·' 
que B, o coeficiente d_a parte impar da solução deve ser nulo • 
X ( [) portanto se reduz a 
X( 0-:JtX,(Vlit- j)= ft~r(¾ t' {,1 + 
-+ Ld__ A0~ •.<,+!.A_À)Lt;_),_)<IY--f\,:., ( 
[~ (l-2J Ç t2 -2 \~ Z/°0 - ) 
X(l} é então substituído por seu valor na equação(l6l r_g 
sultando 
\ e dt;!Vf JlX. (Vill 1 - j-) 
Aplicando-se a est_a equação a condição de contÔrno ( 14) · 
vem: 
Os valÔres caracter!sticos são portanto os_ valores de 
que satisfazem a equação abaixo: 
Tem-se portanto que calcular os valÔres X
41 
que anulam 
a série entre: col·chetes de (20), e determinar os valÔres cara~ 
têristicos através da relação 
:2 
)Cm = ~ /" /l-11 - .. Jc41 -2 
- 11 -
Isto foi feito utilizando-se um computador IBM 1130 do 
Departamento de Cllculo cientlfico da Coppe. Em um primeiro 
programa; os valÔres da série. foram tabelados em função de X 2 
para X variando de O a 10 ( Programa. no ap~ndice)-9Gada raiz 
deverá'. estar obrigatoriamente entre os valÔres de X , cujos 
valores correspondentes da série passem de positivo para negati 
vo .. Determinados os intervalos de existência das.raizes, os s_g 
;. 
us valores exatos foram obtidos por meio de um programa adequa 
do, utilizando-se a sub ... rotina cientificà RTMT "- f !"'I~:~c,_ci_o_J:11_-t~- · .. 
rativo de Muller) da IBM. 
Para os valÔres de X de O a 10 foram encontrados 13 
~ ~ ~ · valores car. cterlsticos ( tabela 1),. Note--se nesta tabela que 
1 , 
a .diferença entre cada valor caracteristico e o anterior e a~ 
proximadamente constante e igual a 4. 
Considerando-se agora, a equação{l8}, comÂ=A4,vem 
7fi, =-À: . 
Resolvendo-se esta equação obtem-se para~ a seguinte 
1,1 ' 
expressa o 
/4~:: ~~(- À; )J . 
O valÔr de 0 ser~ portanto 
(:): I_ 0n PXf>(- ).; li' X11(~ 
l) . . 




ou abreviadamente,pode-se escrever 
~ ,r 
Á = L D/h • X . (2.2) 
send~ P,,,, = LM ,V(r~ lj ,:-; .,e t.,i,:4(Vz,1 .. ~- }) 
Substituirido os coeficientes (;, por /),,_,,,·na equação (21) , 
resulta 0t~ . · 
9:: Z D,,, RXf (--f (t-//})-X,,,(ViJ;f1 -~) ~3) 
o 
Evidentemente para que o perfil de temperaturas possa 
ser conhecido é necessário a determinação dos coeficientes Dn, • 
Para a determinação destes coeficientes, ê necessário CQ 
nhecer-se a função pêso que torna o conjunto de funções ~n (Vi];;{, 
;- 1,11 ) ortogonais. Isto recai no problema de: Sturm-Lliouville, o 
í' 
que sera estudado a seguir. 
PROBLEMA DE STURM LIOUVILLE 
A determinação da função pêso que torna um conjunto de 
funções ortogonais em determinado intervalo, fica bastante f~ 
cilitada se estiverem satisfeitas as condições do problema de 
Sturm-Liouville. 
A equação (19) ê da forma geral da equação de Sturm ... tio!!_ 
ville e as condições de con~3rno 
:Ot ( // o) ·= IV( J), X ( o) = O 
O (714) ·= N{7) ~ X. (1) = o 
ville. 
t, 
·são do tipo geral das condições 
. 
)( (o)= O 
,1(-1) =:,1 
estudadas por Sturm-Lioy 
- 13 -
Um analise da equação (19) fornece para função 
f'(x),a _função 
pêso" 
Pode-se agora aplicar a propriedade de ortogonalidade de 
2. 
função, em relação ~ função pêso (4-f), multiplicando-se ambos 
os membros de (22} por (4-f,2)')(//.: ou seja 
I D/}1 -~*-Jt~(f- t V~ A;(// - [;) 
[ !),,,jX,.l(-x/r1-ti -=fX/(,1- !Vdt 
o . 
A integral da esquerda só é diferente de zero param =K, 




Para cálculo dos coeficientes /)~ foi utilizado o computa -
Para cada valÔr caract erfstico Â-1-1 , obtem-se uma ta bela 
de valÔres de x-:,para / variando de O a 1, que são guardados 
na memória· do computador. No mesmo programa e~etuam-se as inte~ 
gra ções indicadas, utili:zando -se a sub-rotina QUADR da IBM, re.6 
sul ta.ndo um valÔr de p41 para cada valÔr característico (Programa 
no ap;ndice) • 
Conhecidos êstes val~res, e especificado um valÔr para-r?J, 
/4 
os val~res de ê = 1..:. 0 podem ser determinados para cada valÔr de 
íYJ , em funç~o de [ , ou seja, plilra determinado raio do dis-





J~ foi esclarecido nos capítulos anteriores que, conheci 
da a distribuição de temperaturas entre as placas, o fluxo de 
calÔr pode ser determinadoo 
·, . ". 
O calculo da temperatura media na superfície do cilindro 
,. " ,. 
de raio r e tambem de grande importaricia pois, o conhecimento 
da distribuição de temperaturas médias fornece outra maneira de 
calcular aquele fluxo<'> A comparação dos resultados obtidos_ de 
uma e outra maneira, constitui-se num teste decisivo para os 
" calculoso 







~T :diferença média de temperaturas• 
j ,,, 
A:JI: velocidade de aumento de entalpia., tendo por base a 
temperatura de entrada do fluido; 
" 
V ,., 1 " . ; vazao vo umetrica. 
.A temperatura média adimenssional 
indo na· expressão de e , T por T, ou seja; 
• 
~H 
"' e obtida, substitJ:! 
- l5 -
. 
t a) Cilculo de V 
A vazão volumétrica através da superfície do cilindro 
de raio r e altura 2 b , ~ o produto da velocidade média naquª---
la superfície, pela área da superfície. Portanto 
(~5) 
• 
b} Cálculo de AH 
A diferencial da velocidade de aumento de entalpia, 
,, 
partir de uma determinada temperatura e dada por: .. 
d (A
0
H)= V-f -~ LJT dA ,; 
Que, aplicada ao problema em estudo, considerando... s·e 
a superfície de um cilindro de raio r e altura infinitesinal 





A T =: -T - --y; -:: T - Ti , ( Tw -~) = e ( Tw - Te) :, 
Tkv--~ . . ./ 
port!nto . ,e_ 




De (9) e {10) pode-se tirar a seguinte relação 
tr = ¾1f (A- [2;} 
que é substituída na relação ac_ima, resultando . ~ 
ll l-1 - ( 'fT nf ç, j_ 1.i f e ( A - f:J e( [ , 
Tw-~ /4 
Substituindo é!. vazão volumétrica {25) e esta Última ex -
pressão_ obtidt, (24) ., obtem-se 





-Substituindo· e por seu valor na equ.ção que fornece G 
vem 
ª= 1 fJ {1-!DA,Mrff (t-~1J-X!j-t1-t)4f=. 
:: A - f [ J-D1.1-t~(A 0 f') d [·{A~ f- .f (1~1,')JJ] 
Pode-se escrever ainda: 
é= A -[E,.,· R-><f [- f ('72~ JJ) (;?t) 
sendo; · _ 2, 
EM :. ..l. D,,,,jX,,, (,t- [2) e/ f:: 3 [fXJA- [~ d i] 
~ º ,2 jÂX412 (A-f:}c/{ 
Verifica-se fàcilmente que o me:rno programa utilizado pa 
ra calcular os coeficientes Dm , pode com pequen~s modificaçõ-
es ser utilizado par. o c~lculo dos f~ • Êstes result.dos tam 
bém se encontram na Tabela 1. 
- :t7 -
CAP.ÍTULO 3 
·FLUXO DE CALOR EM UM PONTO E TAXA DE TRANSFERtNCIA 
DE CAI.OR 9 
A taxa de transferência de calor entre a superficie e 
- o fluido pode ser calculada de duas maneiras diferentes: cal -
culando-se o fluxo de calor em um ponto e efetuando a integra-
ção sÔbre a i:â_rea total ~de transferência de calor, ou a partir 
lt' 
da temperatura mediao 
a) fluxo de calor em um pontoo 
A velocidade de transfer~ncia de calor por unidade de 
{, li 
area e dada poli' 
t'': - Ir 4/ ::- K(Tw- 7;) .d.a_/.· 
~l l~t- dê ê-=fj 
=- L ( Tw -~) dGf 
. 1j, _C) [ [=A .) 
e de (23) deduz-se que 
' 
- ~0 f _. l f),,, X:! ~tt r .i.(12-1~TJ= º É /t.,-1 _º f Í=-1 e 2 1J 
-l ~ V(r'f- -f r t-151 ). 
\1 
.. 18 -
O ctlculo de E, foi feito utilizando~se o computador 
A • IBM e o programa se encontra no apendiceo Os valores determin~ 
dos para ~ podem ser vistos na tabela 1. 




f~ ldJ~7V [r,,, »<f f f(1/-J.,J] 




lm~ - ;J J¾_/4 fA (X2 l?t-1) 
p c~·--t' .L\tf 
b) taxa de transferência de calor 
raio 
O produto do fluxo de calor em um ponto pela area elemen-
,· 
tar €JtJl d)l, representa a t;i.xa de transfer;ncia de cal8r através 
" A A . l 
d~ referida area. A taxa de transferencia de calor entre r=r,;e 
> • ,,,., • 
r=r e obtiidaJtportanto portanto por in
1
teg{aç~, ou seJa _ 
r:: t-2 7T .n c/Jt = 2 lf 1/h,-H) {? r;,, ' b<lf f"i:··,(J/, ~ 
4 ~ . 
' ~4 
- Jt})_ -1]/t dx 
' 61d) -
/= s?77k:j_T,,-nJf !:;:{~f'Jt"{x2-xj ~jJ (so) 
! 
- l9 -
A taxa de transferência de calÔr pode ser calculada 
também a partir da distribuição de temperaturas mêdi~s.ista 
taxa é dada pela seguinte relação: 
j::: Ói v-,C-l!)fC? • A 
onde A e a area de transferencia de calor considerada. -Substituindo A~ 11Tpor seus valÔres respectivos vem 
gue 
. i~~ ilX fr ir (-e) (Tw-n) ~Crf 
De (26) e levando-se em conta a expressão param se~ n 
7::: :nr Jl -8- 3/ q, r Tw ~ Te >[t F li, -exif' fh"' ( x~)[Jj.J} ( 3 A) 
Como (29) e (30) são duas maneiras de expressar o mes-
mo resultado, podem ser igualados os coeficientes relativos 
~ função exponencialº 
Substituindotn'l~, por seu valor em (29), igualando os 
coeficientes relativos~ exponencial~ simplificando, obtem~ 
se 
tsta tiltima relaçio deve ser válida par~ todos os valQ 
res c«racterÍsticos e constiui~se num teste decisivo para os 
valÔres numéricos obtidos. Ê fácil, utilizando-se os dados da 




OBTENÇÃO DA TEMPERATURA, TEMPERATURA MtnIA, FLUXO TlmMicO, 




A distribuição de temperaturas 0 = 1 ... O , levando-se 
em conta a equação (23) ~ 
~ f f 
e :: ,t _ ? D,,, Pf [- -f-(1;2- 1J}E- t 
O valor da constante '7, foi suposto igual a O ,1 • Para ca-
da val~r de,. , obtem-se uma distribuição de $ em função de [• 
Pélra um dado valor de É , determinam-se Xo (VJJ: [1 - Â2°~ , 
~( \12J;l1 - k) ~ )6 ( VJlz f; - À.d., ~- ( \lzJi Ç _ )<l / 11 • 
e n [; V 
• 6 ,. • • .. • • ·. • .. .. º .r; .e ( ~ f
1 
_ t\.o-' que 
. ~1 
sã O multiplicados res p, cti v:mente por D;, Vcf' f ~~ ( 'YJ 2:.. ~,,'J] 1 
J). UXirf i(it~J Dz ~ff("l~o/,~J • • · · · ,l),. 0Xf f f,{1J~ 
e somados os resultados obtidos. O valÔr de 0 é obtido, subtr,! 
, 
indo-se de 1 esta soma. Os resultados encontram-se na tabela 3 
, ~ 'f· e o grafico correspondente e o gra ico 1. 
,. 
O programa utilizado encontra-se no apendice. 
b} TEMPERATURA ~D IA 
Já foi visto {26),que · 
ê := 4 - Í_ E1o uq3f i: (1 ~1-,'j} 
o 
Considerando-se portanto i;O,f para cada valor de J ob ... 
- a1 -
·· tem-se um valor para a temperatura médiao O programa correspo!), 
dente por ser extremamente simples, nâ'.o se encontra reproduzi-
do no apêndice. Os resultados foram tabelados. (tabela 2) e o 
, . ,. JI. 
grafico correspondente e o gráfico 2. 
e) FLUXO DE CALOR EM UM PONTO 
De (29) vem que a quantidade adimensional ( nÚmero de 
Nussel t) /4 
~/1¼ - li . 
· . -. /r (lív -k 
pode ser calculada em função de/' da mesma maneira como fo 
ram calculados as temperaturas médias., Os resultados obtidos 
lil1 b 4 'f · ct ' "f · se encontram na 'La ela e o gra ico correspon ente e o gra ~
co 3. 
d) CALOR TOTAL 
Substituindo /mm por seu valor, na equação (31") e Pª.§. 
,. "' sando alguns termos para o primeiro membro, de modo que este 
fique 
1
adimensional, segue que 
, g;A< ~ fx~ hÂJ · - / l 
(7w-1ep e, J-3LJf - º 
-V(, f-.e @: r12- tJJ] I / .. 
em que lrj
4 
=ó, 1 e B = 1., , 
Par·a cada valor de 7 t obtem-se_ um valor para o somatÓ-
,. 
rio e portanto, um valor para o calor total adimensionalo 
Os resultados obtidos se encontram na tabela 5, e por 
meio desta tabela obtem-se o gráfico 4~ 
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TABELA l 
X~ • • X Àn, , D11 Em . X, /i: A%. 
1, 8338 1,682 2 .829 -1,209 0,9104 -1,429 ... 1, 7276 
3,3675 - 5,670 32,149 -0,2991 0,05115 3,807 -1,1387 
4, 3973 9,667 93,494 0,1609 0,01528 -5, 920 -0,9525 
5 ,2233 13,668 186,$!4 -0,1075 0,006811 71892 .... o,s4s4 
5, 9443 17,667 :n2,123 0,07966 .0,003741 -9,~71 · ... o, 7784 
- - - - -
6, 5829 21,667 469,459 -0,06278 0,002323 11,580 .... o, 7281 
7,161+8 25,667 658, 795 0,05153 0,001565 ... 1J,J34 -0,6861 
7,7029 29,667 880,131 -0,04351 0,001116 15,043 ... o, 6545 
s,2057 33,667 1133,467 ·0,03754 O, 0008.304 -16, 709 -0,6273 
à, 6795 37,667 1418, 803 -0,03294 0,0006391 18,352 -0,6045 
9,1287 41,667 1736,211 0,0292$ 0,.0005050 -19,961 -o, 5845 
9 ,5 569 45 ,.667 2085,475 -0,02631 0,0004077 21,547 ... o,5669 

















o, 8795 o,-9617 
_./ 
7 =0,25 1 =0,30 12 =0,40 
0,1305 0,1719 o,25àà 
=0,80 =0,90 =1,0 
o,~zs;; o, 706~ -O 7755 ., 
=1,7 =1,9 =2,0 
0,9845 0,9944 0,9968 
1=0,1 o/=0,20 
, f =O,O -0,00079 
[ =O,l -0,00078 
{ ;,:O ,2 ... 0,00070 
f =0,3 -0,00043 
f =0,4 ... 0,0126 
[ =0,5 0,0543 
l =O 6 
' 
0,1443 
[=o, 7 0,2964 
f =0,8 0,5047 
[ =0,9 0,7468 
[=1,0 1,0000 







0,012s o, 1389. 
0,0464 0,212s 
0,1129 0,3093 
0,2232 o, 4260 
0,3791 0,5586 




·7=0, 50 7:::0,60 7=0, 70 7=0,so 
0,1452 0,2640 0,3869 0,5039 
0 1IDI63.3 0,2742 0,3954 o,5~09 
0,1395 0,3045 0,4209 o,5315 
0,2433 o,3533 0,4619 o,5648 
o, 3178 0,4198 0,5169 0,6193 
0,4088 0,4983 0,5833 o,6630 
o,5137 0,5886 o, 6595 01 723s 
o, 62·êr?, o,6à66 0,7399 0,7897 
0,7501 0,7893 o, 8252 0,8587 
0,.8746 o,s943 0,9123 o, 9291 




É =O,O 0,6099 
t ;:o' 1 0,6154 




[ =0,4 . 0,6927 




. f =O, 7 o,s347 







TEMPEJ::lA TURA . 












7=1,2 7=1,5 7=1, 7 7=1,9 
0,8399 0,9421 o,_ 9794 o, 9926 
0,8422 0,949$ 0,9797 0,9927 
0,84$8 0,9519 0,9805 0,9930 
0,8596 0,9553 0,9819 0,9935 
0,8739 0,9599 0,983$ o,, 9941 
0,8913 0,9654 0,9860 0,9949 
0,9109 0,9717 O, 9885 0,9959 
0,9784 0,9913 0,9913 0,9968 
0,9544 0,9855 0,9941 0,9979 
0,9771 0,9927 0,9971 0,9989 
1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 
r.t 77w ... 1;) 
---





1· 9'' ,g 
k(Tw-7i) 
- 26 -. . 
TABELA. 4 
CALOR EM UM PONTO 
7 =0,11 '=0,13 · 7-o~t 
-6,5194 ... 4,3953 -3,5$76 
1 =o,i,.3 - 7 =0,25 4/=o,,Jo 
'!"'2, 3420 ~2 1821 . , -1,8807 
trl =O, 70 -o/-=O, 80 7 =0,90 
-0,87_70 -0,7090 ... o,5574 
1 =1,50 7 =l, 70 / =l,90 
.... 0,07277 ... 0,02944 ... 0,01064 
1=0,17 ~ =0,20 7=0,21 
-3,1123 ... 2, 6527 -2, 5372 
1 =0,40 1 =0,50 o/==0,60 
-1,5004 :..1 ,2545 -1,0573 
'=1,00 7 =1,10 r=-1 ,20 




·· G., (Tw~T~ 1-~tJf 
. t/f-A JJAJ(Jt;lL71,,2 
(''f!t1(T1v Te) t 1 /J(I' 
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-0 1 7311 
~ =0,21 7=0,23 '=0,25 / =0.30 o/ =0,40 
-0,1999 -0,2344 -0,2680 -0,3551 ... o,5381 
1}=0,-60 -o/ =O, 70 o/ :;:Oo-80 1 =0,90 7-1,00 
... o ,.9299 ... 1,1266 -1,3126 ... 1,4808 "":"1,6266 
1 =1,2 o/=1,5 'o/ =l, 7 o/ =1,9 o/ =2,0 








C O N ~ L U S Õ E S 
Verifica~se na Tabela 3 que, para pequenos valÔres de hJ 
e l ( próximo da entrada do líquido, e· pequeno no valor de z) , 
f 
. ./1 p • 
oram encontrados resultados negativos para C7 , o que e impo,ê_ 
sívelº Nn entanto, o primeiro algarismo significativo está 




um êrro de precisão ( provavelmente no Programa em que se calcu 
1 -f d ' · 1 Rr T · ,,, ou as raJzes a serie pe a sub-rotina 'MI, em que a precisao 
adotada foi 0,00l}o 
Deve-se notar, no Gráfico 3, que 
--. ... e , para altos valores 
de o/ , se aproxima assint·Óticamente de 1,0 e, teÓricamente,al 
cançará êste valÔr no infinito~ 
8centro, como era de se esperar, tem um valÔr sempre m~ 
nor que €} , e seria igual a e no infinito 
Analizando o Gráfico L~, verifica-se ,que a curva possui d11 
as assíntotas. Ela se aproxima assintÓticamente da reta o/ =O,l. 
Fisicamente isto quer dizer que, para 1 =O,l teóricamente, a 
velocidade de troca de calor,por unidade de ârea,seria infinita 
mente grandeo 
Á assíntota horizontal indica que a velocidade de troca/ 
de calor, por unidade de ~rea só seria nula para / 
- :33 -
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APtNDICE 
1) Função parabólico cilíndrica . 
A equaç_~o parabólico cilíndrica é uma equação de forma 
ger~l fl - ( A )(2 - a\ X:: o . 
dk 2_ · · 't_ . 'J . . ~ 




X, (X/ -a.)= Útf (--;fj { ,1 r (i - ª)1/ + 
-41 f.,, _ a_J /-2 _ a.Ll(~ t ú -:- a 1 l ..f - dt) / 1. - "l.) ..X'+ .. • J· _ ,.i _ / ~-i J '!./ \~ /. l~ , . l ('<2 / .t ! 
. uma fun·ção par e 
uma função impar .-• 
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2) Programas Utilizados 
i) Programa para listar X1em função de X na série expr~ 




LIST SOURCE PROGRAM 
roes (CARD,1132 PRINTER) 
C PROGRAMA PARA TABELAR Y EM FUNÇÃO DE X . 
C :t:J: IV A LDO MURAD 
80 A = ( ( - X>!c*2) ) 4 0 + • 5 ) >!e {X>!c>:c2l2.} 
SOIV"lA :. 090 
DO 20 1==2, 500 ,2 
SOIY1A = SOMA + A 
C = I 
E= ((c+l,,)*(c+2.)) 
A = A>~ ( {-X>:c*2))' 4,. +( (2.,>:cc+le ).;/2 0 ) >:e (X>!o:c2)IE 
IF(ABS(A}-(l.E-4) )30,30,20 
20 GONT-INUE 
30 Y =SOMA+ 1. 
WRITE (3 ,l)X,~,C 
1 FORJYf..AT (E14. 7,4X,El4o 7,4X,F5 .1) 
X=X +0.05 
IF{x-10.)so,eo,100 




Com êste Programa, tabelam-se os valores da série corres 
T 
pondente ~ equação (20), em funç,ão de x., Haverá uma rafz, sem ... 
pre que o valÔr da série, trocar de sinal. 
Então, com auxilio de urna Sub-Rotina RTMIT, determinam-se 
os valÔres x que anulam a sérieQ Os valores caracter!sticos 
são 7 então determinad·os pela relação ~ ._= ){~ o . '"' . z 
ii) Os val~res de D e E são determinados em um mesmo n n 
programa, as int egraçÕes sendo feitas pela Sub-Rotina QUADRo O 
Programa correspondente ê fornecido a seguir, suprimindo"se a 
parte inicial que é comum a todos os programasº 
DIMENSION D(200), R (200) 1 'r(2oo), z.(200) 
Do 200 j = 1,13· 
READ (2 ,lOOO)X 




-$0 A=i{B+O~ 5) * (-2 o~'B*U*,:c2) 
SOMA= 0 0 0 
Do 20 I=2 ,500 ,z 
SOMA= SOMA+ A 
C=I 
E= ( { C~l~) * (C+2o) ) 
A=A*(B+(2otC+lo)/2o)*{-4o*B~U**2)/E 
IF{ABS(.A).-lo® ... 4) 30,30 120 
20 CONTINUE ' 
- ;,7 -






IF ( ú ... 1. )-90 > 90,100 
90 K=K+l 
GOTO 80 
100 CALL QUADR(Z,K,O.Ol,S,IER) 
CALL QUADR {R,K,0ciQ,1,IER 
Q=S/P 
F= ( 3./2 .. )>:< ( S>:0 :<2/P} 
200 WRITE(J,l)S,P,Q,F,B,IER 




iii) Determinação dos coeficientes F . n 
DIMENSI0N X (13) 
Do 200 J=l,13 
READ(2,lOOO)X(J) 
1000 FORMAT (Fl4o 6); 
B=':" (X ( J }>:<>:,2 ))/4 
A=(B+0.5)*{-4.*B) 
S0MA=o.o 
DO 20 I=2, 500 12 
SOMA= S0MA+A 
C=l 
E=C>:C { C+ 1.) 
A=A>:: (H+ {2>:cC+1.} ¼ (-4.>::B)/E 




F= Y,:<EXP ( B) 
200 WRITE (3,l)B,Y,F,G 




Obtidos os valÔres de F,os de F são fornecidos pela re 
n -
lação :Fn=F.Dn 
-tiii} Obtenção da distribuição dos valÔres de 0 com1 e [., 
O ~rograma foi passado de cada vez, para 3 valores distintos 
de 7 .. 
DTI-'IENSION X-(13) ,P(lJ) ,T(lJ) ,R(13} ,SOMA 4(13) ,SOlVlA 5(13) 1 & . 








DO 200 J=l,13 
B=-(X (si) ~0 :<2) /4 
A=(B+Ot5)*(-2*B*U**2) 
SOMA =OiO 
DO 20 I=2, 500,2 
SOMA= SOMA+ A 
G=l 









RA ( J )=G>:~ (F ( J} *EXP (-7 ,z,20* (B,:0•12) ) } 
IF' (ABS {RA ( J )-(l .E-5)) 121,121, 51 
51 SOMA. 6(J}=SA+RA(J) 
GO TO 41 
121 SOMA 6(J)=SA 
41 IF(ABS(R(J).-(1.,E-5) )42,42,52 
52 SOMA5(J) =OA+R(J) 
GOTO 123 
Li-2 SOMA 5 (J)=OA 
123 IF{ABS(T(J)-(1.E-5))43,43,53 
43 SOMA 4(J)=F 
GOTO 203 
53 SOMA 4(J)=li'+T(J) 
F::::SOMA l+( J) 
OA=SOMA5(J) 
SA=SOMA 6(J) 
2 00 (,QNT INUE 
203 WRITE (3,2}J,K,OA,F,SA 
2 FORivIAT {50X,' J:t;t5,//,15,3El6.7} 
U==U+O.,l 
IF(U-1~)90,90 1 100 
90 K=K+l 
GOTO 80 
100 GALL EXIT 
END 
// XEQ 
Os programas para o t.;âlculo de Temi-,eratura Média,~alor 
em um Ponto,Calor Total, se resumem em operações simples de 
exponenciação,multiplicação,soma e subtração,aplicando-se di-
,..., l\s N N 
retamente as equaçoes que fornecetl aqueles valores.Nao serao 
. transcritos neste trabalho os referidos Programas. 
- .40 -












G,: capacidade calorífica a pressão constante,por unidade 
de massa 
·T: temperatura absoluta 
,)1-: visconsidade 
Z.: coordenada na direção vertical 
$: 
,.. 
meia distancia entre as placas 
)(.~: raio externo dos discos 
)(4 : raio interno dos discos 
rr: velocidade média na superfície do tilindro do raio r 
1 : raio adimensional, 
l : coordenada adimensional na direção vertical 
-,;_ : temperatura de entrada do líquido 
'1~: temperatura da parede (absoluta) 
e . temperatura adimensional . 
e . temperatura adimensional 1 -e .. 
/V : função de o/ 1 1v' (7) 
X: função de É/ X({} 
X (VTf f J - -½) = X,/ :função par 
(absoluta) 
- 41 -
x~_(VIT l- ~ J = x/ :função impar 
A~: valor caraeteristico 
~1 forma abreviada de ~ ( VtJ~, {
1
- ~~) 
~ : função de f I Vir" f 
2 
!)"": coeficientes da equação .que fornece 0 
AT: diferença média de temperaturas 
fi : temperatura adimensional média ( 0;t,i,,el/) 
• 
áH: velocidade de aumento de entalpia 
, 
V: velocidade ~olumétrica 
6"',., : coeficiente da equação que fornece e 
f 11 : velocidade de transfer~ncia de calor por unidade de 
,. 
area 
't:,., : coeficientes da equação que 
~ .. .e À~ Ir L1 ,LA1 (Jr~/lt,1) 
1'''1'1. r ed'~4 ,1 <P . 
,. 
fornece o numero de Nusselt 
e~~ 
- ,2 
